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ON  ITERATION  MÉTHODS  AND  THE  FORMULATION  OF  THE 
ISBELl/S  PROBLÉM 
Zdeněk  HEDRLÍN,  Praha 
Lemma.  I f  a  mapping  f  from  a  set  X  i n to  X  has 
on ly  one  f i xed  po int xa€  X  ,  then xf  i a  f i xed  f or  eve­
r y  mapping  .g  from  X  i n to  X  commuting  wi t h f  under 
composi t ion, 
R e a l l y, 
f  fa*.  >]  =  g  (f<x0  )]  »  g(xc  )  , 
.  •  
and  g(xQ  )  i s  o  f i xed  po int  of  f  .  As  f  has  only  one 
f i xed  p o i n t, g(x0  )  = x0  . 
This  simple  f a ct  enables  us  to  formula te  some  well 
• • • . • •  " 
known theorem s concemin g th e existenc e o f  onl y on e fixe d 
point ,  wit h a  stronge r  assertioi u We shal l  sho w th e appli ­
catio n o f  thi s ide a t o iteratio n methods . 
Let   f   b e a eontinuou s mappin g fro m a  topologica l 
spac e  X   int o  X  .  We shal l  denote ,  a s usuol ,  th e compo ­
sitío n o f  magpings  f   an d  g   a s  f  o g   an d pu t 
n J  =   f  ,,o f   .  We shal l  sa y tha t   X ,  Y  c  X   ,  i s  a n itera ­
tio n se t  o f   f   wit h th e fixe d poin t  xQ>  i f   x   €   I 
implie s 
li m  f(x )  =  x 0 
n •­ > c& .   \   . 
Theoře m 1 0 Le t   X   b e a  topologica l  space, '  f   an d  g 
tw o commutin g eontinuou s mapping s o f   X   int o  X  .  Le t   Y 
be a n iteratio n se t  o f   f   wit h th e fixe d poin t   x 0  ;  le t 
g(x ť > )  e  .  y .  The n x0  i s  a  fixe d poin t  o f   g  „ 
n  n 




x a =  li m f  . 0 g( x)  =  li m g  o f( x )  =  g  fii m f
31 ( v ) ]  = 
>... _ r  g(x 0 )  . 
Theorem.2 .  Le t  (X,(a )  b e a  complet e metri c space . 
Let  f  b e a  Lipschit z mappin g fro m X  int o X  ,  wit h a 
constan t  o O < 1  (tha t  is ,  f ( f  (x^ ,  f ( ^ )  )<oCjD( Xl , 
fo r  an y x 1 6  X ,  ^  £  X  ) ,  The n ever y mappin g g  fro m X< 
int o X  (continuit y i s no t  assumed )  commutin g wit h f 
possesse s a  fixe d point . 
Proof .  Th e assertio n follow s fro m th e abov e Lemma sin -
ce f  ha s exactl y on e fixe d point . 
The abov e lemm a an d th e theore m 3  ca n b e uše d fo r 
anothe r  formulatio n o f  th e Isbell/ s problém ,  whic h asks : 
I s i t  tru e tha t  ever y tw o continuou s mapping s fro m th e 
close d uni t  interva l  int o itsel f  whic h ar e commutativ e un -
der  compositio n háv e a  common fixe d point ? 
Ever y theore m whic h deal s wit h a  fixe d poin t  ca n b e 
formulate d b y mean s o f  th e notio n o f  comnutativit y owin g 
t o th e followin g simpl e fact :  x ,  i s  a  fixe d poin t  o f  a 
mappin g f  i f  an d onl y i f  th e constan t  mappin g h , 
h(x )  =  x 0 fo r  eac h x t X ,  i s  commutativ e wit h f . 
Therefor e th e Isbell' s  problé m i s equivalen t  t o th e 
followin g question :  I s i t  tru e tha t  t o ever y tw o commu-
tin g continuou s mapping s fro m th e close d uni t  interva l 
int o itsel f  a  constan t  mappin g exist s whic h commute s 
wit h bot h o f  them ? 
Accordin g t o ou r  remark s th e constan t  mappin g i n th e 
las t  formulatio n ca n b e replace d b y ever y mappin g wit h 
exactl y on e fixe d point ,  especiall y b y a  Lipschit z map -
pin g wit h constan t  c C 5  <* ,  <  1  . 
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